MEDIDA Y PROBABILIDAD

Miguel Angel Garcia Alvarez
Medida generada por una funcién de distribucién

Definicién 1. Diremos que una funcion F : R — R no decreciente y continua por la derecha
tal que lim,_, o, F(z) =0 ylim, ., F'(z) =1 es una funcion de distribucion.

Dada una funcién de distribucién F', definamos F'(—oo) =0y F (c0) = 1.

Denotemos por H a la familia de conjuntos formada por el vacio y los intervalos de la forma
(a,b], donde a € RU{—o0}, b€ Ry a < b,y los de la forma (a,o0), donde a € RU{—o0}.

Para trabajar de manera m&s comoda con los intervalos en H vamos a utilizar la notacién
(a,b|, donde a € RU{—00}, b € RU {00}, a < b, para designar a un intervalo, de acuerdo
con la siguiente convencion:

~J (a,b] sibeR
(a,b|—{ (a,b) sib=o0

De esta forma, H es la familia de conjuntos formada por el vacio y los intervalos de la forma
(a,0].

La idea ahora consiste en que, mediante la funcién F', podemos definir una quasi medida g,
sobre el dlgebra de subconjuntos de R generada por H.

Para un intervalo (a, b| € H, definamos:
fio ((a, b)) = F (b) — F'(a)
Definamos ademas, s, () = 0.

Obsérseve que la familia H no forma un &dlgebra de subconjuntos de R, pero la familia A
formada por el vacio y los conjuntos de la forma U;L:1 I; donde n € N e I,...,1, son
intervalos en H, ajenos por parejas, si forma un dlgebra de subconjuntos de R.
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Para cada A = |Jj_, I; € A, definamos:

fo(A) = Z?:l to (L)

Queremos aplicar el teorema de extensiéon de Carathéodory para obtener una medida definida
sobre una o-dlgebra y que sea una extencién de . Para eso, necesitamos demostrar que
es una quasi medida; es decir, que es no negativa, finitamente aditiva y o-subaditiva.

Demostremos primero que la funcién p, : A — R estd bien definida.

Para mostrar que est4 bien definida hay que demostrar quesi I1, ..., I, e IV, ..., 1™ son dos
colecciones finitas de intervalos en H tales que I, . . ., I,, son ajenos por parejas, I, ... 1™
son ajenos por parejas y (J;_; I; = Uy, I®) entonces:

Z;‘Ll fo (1) = 320 ko ([(k))

Para esto demostremos el siguiente lema:

Lema 1. Sea J € H y Ji,Jo,...,J. una coleccion finita de elementos en H, ajenos por
parejas, tal que J = J;_, J;, entonces:

fo (J) = 22:1 1o (Ji)

Demostracion

Sean a y b los extremos del intervalo J y, para cada ¢ € {1,2,...,r}, sean a; y b; los extremos
del intervalo J;.

Ordenando, del menor al mayor, los elementos aq, by, as, bs, . . ., a,, b, obtenemos una coleccién
de intervalos en H, ajenos por parejas, JU, ... J) con extremos ¢, dV); ¢ d@): e d0)
respectivamente, de tal forma que:

Obsérvese que cada intervalo J; (i € {1,2,...,7}) es alguno de los intervalos J® (k €

(1,2,...,1}).

Por lo tanto:

Pima o (Ji) = Xy o (JO) = Ejy [F (dW) = F ()] = F(0) = F(a) = po ()
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Sean ahora I;,...,I, e I, ... I1(™ dos colecciones finitas de intervalos en H tales que
Ii,...,I, son ajenos por parejas, I, ... I(™ son ajenos por parejas y Uiz L = Uims I

Para cada j € {1,...,n} y k € {1,...,m}, definamos Ij(k) = I; N I®. Entonces, como
Ui I = Uiy I® | se tiene I; = |-, I}k) e I® = |Jr_ IM); asf que:

j=17J
po (1) = 2 g (1)
po (109) = 23y 1 (117)

Por lo tanto:

St (1) = Sy S o (1)

_Zk123 1:“0( ) Zk ( )

Asf que p, estd bien definida.

Evidentemente (i, es no negativa y finitamente aditiva.
Demostremos ahora que p, es o-subaditiva.

Para esto, inmediatamente después del siguiente lema, vamos a probar el teorema que es-
tablece el resultado central que permite demostrar la o-subaditividad de .

Lema 2. Sea I un intervalo en H y IW 1?1 yna coleccion finita de intervalos en
‘H tales que I C U 1Y) entonces:

po (I) < 27:1 Ho (I(j))

Demostracion

Sean a y b los extremos del intervalo I y, para cada j € {1,2,...,m}, sean a9 y bl9) los
extremos del intervalo 1U),

Los puntos a, b,a™,bM .. al™ p(™) constituyen una particién de un intervalo de extremos
¢y d que contiene al intervalo I.
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Esa particién parte cada intervalo 19, con j € {1,2,...,m}, en subintervalos ajenos por
parejas, I{J), . ,L%.). Asf que:

0 (19) = 20, (1)

La particién definida antes también parte el intervalo I en subintervalos ajenos por parejas,
Iy, ..., I,. Asi que:

fo (1) = 22:1 tto (1x)

Por otra parte, como I C Jj, 1Y, cada intervalo Iy, con k € {1,2,...,n}, coincide con un

intervalo [,g) para alguna j € {1,2,...,m} y alguna k' € {1,2,...,n;}, por lo tanto:

po (1) = iy o (1) < 27 Xy g (19) = S5y o (19)

Teorema 1. Sea I un intervalo en 'H e Iy, 5, ... una coleccion infinita de intervalos en H
tales que I C | Jg—, Ix. Entonces:

F(b) = F(a) < 3352, [F(be) — F(ax)]

donde a y b son los extremos del intervalo I y, para cada k € N, a; y b, son los extremos del
intervalo Ij.

Demostracion
Tomemos € > 0y ¢ > 0, arbitrarios.

Como F es continua por la derecha, para cada cada k € N, existe 0, > 0 tal que:
F(dy) — F (b) <
donde:

dn — by +0, sib,eR

Definamos:

{a+5 sia €R
Cs =

1 co
5 sia= —o00



sibeR
sib= o0

S

|
—N
Sl O

Entonces:

h/m(;_)() [F (d5> —F (05)] =F (b) —F ((l)

Adems3s:

(cs,ds| C [es,ds) €T C Upey In € Upey (ar, di)

Asi que, por el teorema de Heine-Borel, existe una coleccién finita, (ag,, dg, ),
tal que:

[cs,ds] C U;nzl (akj’ dkj)

Por lo tanto:

(cs,ds| C [cs,ds) € Uy (ar;, diy) € Uy (ax;, diy|
Asf que:
F(ds) = F (cs) < 3070 [F (diy) = F (ar,)] < 3502, [F (di) = F (an)]
<2 [F1(0k) = Flan)] + 20020 57 = 2ok [ (be) — F(ax)] + €
Y, como ¢ > 0 es arbitraria:
F(ds) — F(cs) < 3221 [F (br) — F (ax)]

Finalmente, tomando limites cuando § — 0, se obtiene:

F(b) = F(a) <352, [F (be) — F (ax)]

ey (akm,dkm),



6

Teorema 2. y, es o-subaditiva

Demostraciéon

Sea Aj, As, ... una coleccién infinita numerable de elementos de A, ajenos por parejas, no
vacios y tales que A = J°, A; € A.

Como para cada i € N, A; € A, A; es una unién finita de intervalos en H ajenos por parejas.
Ademids, como A € A, A también es una unién finita de intervalos en H ajenos por parejas.

Sean A = J;*, I0) y, para cada i € N, A; = |}, I(; 1. Entonces:
U;n:1 [V =A= Ui Ai = UZ U L

Tenemos dos colecciones de intervalos, por un lado la familia {I Gk 1 ENke{l, ..., ml}}

y por el otro la familia {I W.jed{l,... ,m}}. Tanto los intervalos de la primera familia
como los de la segunda son ajenos por parejas y A es igual tanto a la unién de los intervalos
de la primera familia como de la segunda. Por otra parte, una pareja de intervalos, uno de
la primera familia y otro de la segunda, podrian no ser ajenos.

La idea ahora es partir cada intervalo 1) en intervalos ajenos por parejas, utilizando los
intervalos I(; z). Para esto, definamos, para cada j € {1,...,m}, i€ Ny ke {1,...,m;}:

70)

(ik) — L N v

Entonces, los intervalos de la familia

(s 0 semke )

son ajenos por parejas y:

Ligy = Um I((])) para cualesquiera i € Ny k € {1,...,m;}.

1V = U2, U, I])) para cualquier j € {1,...,m}.

Ademis, por el teorema 1, se tiene:

po (1) < 32, >0 1#0( Zk)) para cualquier j € {1,...,m}.

Asi que:



po (4) = S5, 1y (19) < S0, 3052, S0, g (1))

=21 2k ;'n:1 Fo ( (i,k) ) D ity 2oy Mo (](i,k‘))
= i1 Mo (Ai)

Ademsds, como /i, es finitamente aditiva y A D (J_; A; para cualquier n € N, se tiene
po(A) > 371 1o (A;) para cualquier n € N, asi que:

po (A) = 32524 o (Ai)

Por lo tanto, 19 (A) = Y2, po (Ai), asi que i es o-aditiva y, por lo tanto, o-subaditiva.

Por lo anterior, la funcién p, : A — R es una quasi medida; de manera que podemos aplicar
el teorema de extensién de Carathéodory para obtener una medida p definida sobre la o-
dlgebra generada por A y los conjuntos de medida p, cero de tal manera que p sea una
extension de f.

La medida i que se obtiene serd llamada la medida generada por la funcién de dis-
tribucién F'.



